Неделя 10

Разложение периодической функции с периодом 2π в ряд Фурье. Четная, нечетная и произвольная функции

Лекция №10
Цель лекции: научиться раскладывать периодические функции с периодом 2π в ряд Фурье, использовать четность функции для упрощения вычислений, находить значение суммы ряда и применять системы компьютерной математики для проверки вычислений.
1. Общая формула ряда Фурье
f(x) ~ a₀/2 + Σₙ₌₁^∞[aₙcos(nx)+bₙsin(nx)]
a₀=(1/π)∫₋π^π f(x)dx
aₙ=(1/π)∫₋π^π f(x)cos(nx)dx
bₙ=(1/π)∫₋π^π f(x)sin(nx)dx
2. Четная функция
Для четной функции f(−x)=f(x), поэтому bₙ=0, а интегралы можно вычислять на [0,π]:
a₀=(2/π)∫₀^π f(x)dx;   aₙ=(2/π)∫₀^π f(x)cos(nx)dx
3. Нечетная функция
Для нечетной функции f(−x)=−f(x), поэтому a₀=aₙ=0: bₙ=(2/π)∫₀^π f(x)sin(nx)dx
4. Произвольная функция
Если функция не является ни четной, ни нечетной, вычисляются все три группы коэффициентов. Удобно также разложить функцию на четную и нечетную части.
fч(x)=[f(x)+f(−x)]/2;   fн(x)=[f(x)−f(−x)]/2
5. Значение суммы ряда
В точке непрерывности сумма ряда равна значению функции. В точке разрыва первого рода она равна полусумме левого и правого пределов: S(x₀)=[f(x₀−0)+f(x₀+0)]/2
6. Использование систем компьютерной математики
Для контроля аналитических вычислений можно использовать MATLAB, Python/SymPy или другие системы компьютерной математики: вычислять интегралы для коэффициентов, строить частичные суммы и сравнивать их с исходной функцией.
Пример алгоритма: задать f(x); вычислить a₀, aₙ, bₙ; сформировать частичную сумму S_N(x); построить графики f(x) и S_N(x).
7. Разобранные примеры
Пример 1. f(x)=x, −π<x<π. Решение: Функция нечетная: a₀=aₙ=0. bₙ=2(−1)^(n+1)/n. x=2(sin x−sin2x/2+sin3x/3−…).
Пример 2. f(x)=x², −π<x<π. Решение: Функция четная: bₙ=0. a₀=2π²/3; aₙ=4(−1)^n/n². x²=π²/3+4Σₙ₌₁∞(−1)^n cos(nx)/n².
Пример 3. f(x)=|x|. Решение: Функция четная. |x|=π/2−(4/π)(cosx+cos3x/3²+cos5x/5²+…).
Пример 4. f(x)=1+x. Решение: Четная часть равна 1, нечетная часть x. Ряд: 1+2Σₙ₌₁∞(−1)^(n+1)sin(nx)/n.
Пример 5. Вычислить сумму ряда для периодического продолжения f(x)=x в точке x=π.
Решение: Левый предел π, правый предел −π. S(π)=(π−π)/2=0.

Контрольные вопросы
1. Как записывается ряд Фурье функции периода 2π?
2. Как используются свойства четности?
3. Какие коэффициенты исчезают у нечетной функции?
4. Как раскладывается произвольная функция на четную и нечетную части?
5. Чему равна сумма ряда в точке непрерывности?
6. Чему равна сумма ряда в точке разрыва?
[bookmark: _GoBack]7. Как системы компьютерной математики помогают при построении ряда Фурье?
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